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第七章 玻尔兹曼统计

※ 简介

1）宏观状态是微观状态的集体表现，宏观量是相应微观量的统计平均。

2）上一章主要内容是：四个系统 四种分布：满足经典极限条件时；分布相同，

一般气体可视为满足此类条件，因而遵从玻尔兹曼分布规律。

3）本章与下一章：主要介绍三种统计情况下，热力学的表达式；

考察的对象是：两种系统
⎧

⇒ ⎨
⎩

定域系统－－－－－－玻尔兹曼系统

满足经典极限条件的玻色、费米系统

4）讨论的方法：这两类系统都可采用玻尔兹曼分布规律来分析，因此用玻氏分

布来讨论这两类系统的热力学性质。

§7.1 热力学量的统计表达式

一、系统的三个基本热力学函数

1、粒子系统的性质

研究对象：N 个近独立粒子组成的经典系统。

运动状态：温度为 T 的平衡态。

系统特征：
⎧

⇒ ⎨
⎩

定域系统－－－－－－玻尔兹曼系统

满足经典极限条件的玻色、费米系统

遵循规律：玻尔兹曼分布规律――――粒子分布函数。

l
l la e α βεω − −= ，

( ) ( )s s
sf e eα βε β ε µ− + − −= =

其中：

1 ,
kT kT

µβ α

µ

−⎧ =⎪
⎨
⎪⎩

＝

化学势

2、粒子配分函数 Z1

1
l s

l
l s

Z e eβε βεω − −= =∑ ∑

注：

1）系统热力学量的计算都归结为计算粒子的配分函数（或称为状态和）；

2） l
l
ω∑ 是按粒子能级求和 l； s

s
ω∑ 是按粒子的量子态 s 求和。

3） 配分函数的不同求法。

☆ 当粒子的状态变化准连续时，引入粒子的态密度 配分函数按下式计算：

1 0
( )Z e D dβε ε ε

∞
= ∫ ，其中

3 1
2 2

3

2( ) (2 ) ( 226, 6.2.17 )VD m P
h
πε ε= − − − 式
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☆ 当温度很高且能级间隔 lε∆ 很小时，( 1)l

kT
ε∆

<< 用半经典近似，粒子的配分函

数可以表示为：

( , )
1 1 1

1 p
r rrZ e dq dq dp dp

h
βε ε−= ∫ ∫ i i i i i

如： P255 7.22 ~ 7.2.3
☆ 求函数表达式步骤：

1 , , ,l

l

Z U V S
ε
ω

⇒ ⇒求得 等物理量

3、内能表达式

1）粒子数 N 的统计表达式：

1N e Zα−＝

2) 内能表达式

U 是系统中粒子无规则运动总能量的统计平均
l

l l l l
l l

U a e α βεε ε ω − −= =∑ ∑

∵ 1
l

l
l

Z e βεω −=∑

∴ 1
l

l l
l l

N a e e e Zβεα αω −− −= = =∑ ∑

∴

1 1
1

( )

( ) ln

l l
l l l

l l

U e e e e

N Z N Z
Z

βε βεα αε ω ω
β

β β

− −− − ∂
= = −

∂
∂ ∂

= − = −
∂ ∂

∑ ∑

即内能： 1lnU N Z
β
∂

= −
∂

3）内能的微分式及其意义

在无穷小准静态过程中，当外参量有 dy 的改变时，外界对系统所做的功是：

l
l l l

l l
Ydy dy a a d

y
ε ε∂

= =
∂∑ ∑i

对内能求全微分得：

l l
l

U aε=∑ i

l l l l
l l

dU a d da dW dQε ε= + = +∑ ∑
即：内能的改变可以分为两项：
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1)

2)

⇒⎧
⎪
⎪
⎨

⇒⎪
⎪⎩

粒子分布不变时，由于能级改变而引起的内能变化。

此为准静态过程中，外界对系统所做的功。

粒子能级不变，由粒子分布改变而引起的内能变化

从外界吸收的热

注意：

a ) 即 l l
l

dQ daε∑＝ 表明在准静态过程中，系统从外界吸收的热量，等于粒子在

各能级重新分布所增加的内能；

b) 热量是在热现象中所特有的宏观量，与内能和广义力不同，没有与热量相应

的微观量。

4、物态方程

∵ dU dW dQ= +

其中：dU 系统过程前后内能的变化；

dW 系统过程中外界对系统所做的功；

dQ 系统从外界吸收的热量。

∴ 若过程是准静态的，则:
Y

dW Ydy
y

⎧
= ⎨

⎩

：－－广义作用力

：－－外参量

如： dW pdV= −

1）广义力的统计表达式

外界施加于能级 lε 的一个粒子上的力为 l

y
ε∂
∂

故：外界对系统的广义作用力为 Y

ll l
l l

l l
Y a e

y y
α βεε ε ω − −∂ ∂

= =
∂ ∂∑ ∑i i

1
1

1

1 1( ) ( )

ln

l
l

l

Ne e Z
y Z y

N Z
y

βεα ω
β β

β

−− ∂ ∂
= − = −

∂ ∂
∂

= −
∂

∑

即： 1lnNY Z
yβ
∂

= −
∂

2）物态方程

1lnNp Z
Vβ
∂

=
∂
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5、 熵的统计表达式

1）热力学第二定律

有积分因子
1
T
，dQ 是无穷小量，不是全微分

1 1 ( )dQ dS dU Ydy
T T

= = −

又∵ 1
1

ln( ln ) ZNdQ dU Ydy Nd Z dy
yβ β

∂∂
= − = − +

∂ ∂

用 β 乘上公式两侧得：

1 1ln ln( ) ( )Z ZdU Ydy N d N dy
y

β β
β

∂ ∂
− = − +

∂ ∂

而：

1
1

lnln Zd Z dβ
β

∂
=

∂
1ln

ln ln ln( ) ( )

Z dy
y

Z Z Zd d dβ β β
β β β

∂
+

∂

∂ ∂ ∂
= +

∂ ∂ ∂

1 1
1

ln lnlnln ( ) ( )Z ZZd Z d d dy
y

β β
β β

⎫
⎪

∂ ∂∂⎪⇒ = − +⎬ ∂ ∂ ∂⎪
⎪
⎭

1 1 1ln ln ln[ ln 1 ( )] ( )Z Z ZN d Z d Nd N dy
y

β
β β

∂ ∂ ∂
− = − +

∂ ∂ ∂

∴ 1 1
1

ln ln( ) ln ( )Z ZdU Ydy N d Z d dβ β β
β β

⎡ ⎤∂ ∂
− = − −⎢ ⎥∂ ∂⎣ ⎦

1
1

1 1

lnln ( )

ln ln

ZN d Z d

Nd Z Z

β
β

β
β

⎡ ⎤∂
= −⎢ ⎥∂⎣ ⎦

⎡ ⎤∂
= −⎢ ⎥∂⎣ ⎦

∴ β 也是积分因子.

即
1
T
和 β 均是dQ 积分因子

2）积分因子的关系

根据微分方程关于积分因子得理论可知，当微分方程有一个积分因子时，它

就一定有无穷多个积分因子。

1
kT

β = ,
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23 1

1 1

23 1

6.022 10

8.314
1.381 10

A

A

N mol
Rk R J mol K

N
k J K

−

− −

− −

⎧ = ×
⎪

= =⎨
⎪ = ⋅⎩

i
i

－阿氏常数

－气体常数

－玻尔兹曼常数

3）熵的表达式

∵

1 1( ) ln ln

1 ( )

1

dU Ydy Nd Z Z

dS dU Ydy
T

kT

β β
β

β

⎫⎡ ⎤∂
− = − ⎪⎢ ⎥∂⎣ ⎦⎪

⎪⎪= − ⇒⎬
⎪
⎪= ⎪
⎪⎭

1 1ln lndS Nkd Z Zβ
β

⎡ ⎤∂
= −⎢ ⎥∂⎣ ⎦

积分后得到

∴ 1 1(ln ln )S Nk Z Zβ
β
∂

= −
∂

4）熵的统计意义

∵ 1 1(ln ln )S Nk Z Zβ
β
∂

= −
∂

而又∵ 1N e Zα−= 取对数得到：

1ln lnZ N α= + 代入熵的表达式得到：

1( ln ln )

( ln )

ln ( )l l
l

S k N N N N Z

k N N N U

k N N a

α β
β

α β

α βε

∂
= + −

∂
= + +

⎡ ⎤
= + +⎢ ⎥⎣ ⎦

∑
玻尔兹曼分布：

l
l la e α β εω − −= ln l

l
la

ωα βε+ =

∴
ln ln ln

239 ,6.6.4 ln ln

l l l l
l l

S k N N a a

p N N

ω α
⎫⎡ ⎤= + − ⎪⎢ ⎥ ⇒⎬⎣ ⎦
⎪Ω = ⎭

∑ ∑
利用 面 式： ＋

lnS k= Ω 玻尔兹曼关系。

注：
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1）玻尔兹曼关系给出了熵函数以明确的统计意义。

即：某个宏观状态的熵等于波尔兹曼常量乘以相应微观状态数的对数。

2）热力学只是告诉我们，熵是混乱度的量度，即此式反映了这一现象。某个宏

观状态对应的微观状态数愈多，它的混乱度就愈大，熵也就愈大。（熵增加原

理）

3）因为公式 是故熵的表达式：

ln ln ln lnl l l l
l l

N N a aα ωΩ = − +∑ ∑ 是 . .M BΩ

1 1(ln ln )S Nk Z Zβ
β
∂ ⎫= − ⎪∂ ⇒⎬

⎪Ω ⎭

故熵的表达式：

玻耳兹曼关系：S=kln

适用于粒子可分辨系统（定域系

统）

对于满足经典极限条件的
⎧
⎨
⎩

玻色系统
可由下种方法得出U，Y，S的表达式

费米系统

内能： 1lnU N Z
β
∂

= −
∂

广义力： 1lnNY Z
yβ
∂

= −
∂

， 1lnNp Z
Vβ
∂

=
∂

以上公式的形式不变。而熵函数的形式则变为：

熵：
. . . .

. .

ln
ln

ln
B E M B

F D

k
S k

k N
Ω ⎫ Ω

= =⎬Ω ⎭
（ ）

！

1 1(ln ln ) lnS Nk Z Z k Nβ
β
∂

= − −
∂

！

玻耳兹曼关系： . .ln M BS k
N

Ω
= （ ）

！
注意：系统热力学量的求解方法和步骤总结如下

若求得配分函数 Z1，就可以求得基本热力学函数：

1

1 1

1 1

ln

ln ln

(ln ln )

ln

U N Z

N NY Z p Z
y V

S Nk Z Z

S k

β

β β

β
β

∂⎧ = −⎪ ∂⎪
∂ ∂⎪ = − =⎪ ∂ ∂⇒ ⇒⎨

⎪ ∂
= −⎪

∂⎪
⎪ = Ω⎩

内能：

物态方程： ，

熵函数：

玻耳兹曼关系：

从而确定系统全部平衡性质。

注意： 1ln Z 是以 β，y（对简单系统即 T，V）为变量的特性函数。

6、特性函数 F（自由能）
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β
β

β
β

⎫
⎪
⎪
⎪∂
⇒⎬∂ ⎪

⎪∂
⎪

∂ ⎭

1 1

1 1

利用热力学知识：F=F(T,V)=U-TS

利用： S=Nk(lnZ - lnZ )

或:S=Nk(lnZ - lnZ )-klnZ!

1 1 1

1 1

ln (ln ln )

ln ( ln ) ( )

( )

F N Z NkT Z Z

NNkT Z Z

β β

β

∂ ∂⎧ = − − −⎪ ∂ ∂⎪
⎪ = − = − − −⎨
⎪
⎪ − − − − − −
⎪
⎩

1

定域系统

或F=-NkTlnZ +kTlnN! 经典玻色/费米系统

注： 求配分函数 Z1 的方法及步骤（得热力学函数）

1: lZ e βεω
ε ω

−⎧⎧
⇒ ⇒ =⎨ ⎨

⎩ ⎩
∑ l

l l

求得粒子能级量子力学的理论计算
代入公式

及简并度( , )分析有关实验数据(光谱)

⇒ ⇒求和算出来即可 求得热力学函数

二、经典统计理论中的热力学函数表达式

玻尔兹曼分布

0

:

: ( )

l

l

l l

l
l r

a e

a e
h

α βε

α βε

ω
ω

− −

− −

⎧ =
⎪ ⇒∆⎨ =⎪
⎩

量子表述

经典表述

经典配分函数：

1
0

ll
r

l
Z e

h
βεω −⎛ ⎞∆

= ⎜ ⎟
⎝ ⎠

∑

当： lω∆ 足够小的时候，上公式求和可化为积分：

( , ) 1 1
1

0 0

l p ql r r
r r

d dq dq dp dpZ e e
h h

βε βεω− −= =∫ ∫ ∫
i i i i i

由此可求得系统得三个基本热力学函数。

表达式保持不变，即：



安徽师范大学 课程 ……. 《热力学.统计物理》 第七章 玻尔兹曼统计

--第 页-- 共 页 2006. 9. 108

1

1 1

1 1

. .

ln

ln ln

(ln ln ) ln !

lnln ln
!
M B

U N Z

N NY Z p Z
y V

S Nk Z Z k N

S k S k
N

β

β β

β
β

∂⎧ = −⎪ ∂⎪
∂ ∂⎪ = − =⎪ ∂ ∂⎪⇒ ⎨

∂⎪ = − −⎪ ∂
⎪

Ω⎪ = Ω =⎪⎩

内能：

物态方程： ，

熵函数： 或

玻耳兹曼关系：

7、对经典统计结果的影响

1） 玻耳兹曼分布的经典表达式为：

0
1

1 0 0

1

( )
,

l

l l

l
l r

l l
l r r

l

a e
h Na e Z e
N Z h he
Z

α βε

βε βε

α

ω
ω ω

− −

− −

−

∆ ⎫= ⎪ ∆ ∆⎪⇒ = =⎬
⎪=
⎪⎭

∑

式中 0
rh 的与 Z1中所含 0

rh 相互消去。

2）
1

1 1

ln

ln ln

U N Z

N NY Z p Z
y V

β

β β

∂⎧ = −⎪ ∂⎪
⎨ ∂ ∂⎪ = − =
⎪ ∂ ∂⎩

内能：

物态方程： ，

中也不含常数 0
rh 。

由 ( , ) 1 1
1

0 0

l p ql r r
r r

d dq dq dp dpZ e e
h h

βε βεω− −= =∫ ∫ ∫
i i i i i

求出上面结果。

3）但在公式
1 1

. .

(ln ln ) ln !

lnln ln
!
M B

S Nk Z Z k N

S k S k
N

β
β
∂⎧ = − −⎪ ∂⎪

⎨
Ω⎪ = Ω =⎪⎩

熵函数： 或

玻耳兹曼关系：

中含有常数 0
rh

且当 0
rh 不同时，求得得 S相差一个常数，可见绝对熵是量子力学中的结果。

4） 当 0h h= 时，且计及微粒得全同性影响，则

定域系统用公式：
1 1(ln ln )

ln

S Nk Z Z

S k

β
β
∂⎧ = −⎪ ∂⎨

⎪ = Ω⎩

熵函数：

玻耳兹曼关系：

非定域系统用公式：
1 1

. .

(ln ln ) ln !

lnln
!
M B

S Nk Z Z k N

S k
N

β
β
∂⎧ = − −⎪ ∂⎪

⎨
Ω⎪ =⎪⎩

熵函数：

玻耳兹曼关系：



安徽师范大学 课程 ……. 《热力学.统计物理》 第七章 玻尔兹曼统计

--第 页-- 共 页 2006. 9. 109

5）当能级密集，任意两个相邻能级得能级差 kTε∆ << 的极限条件下：

⎯⎯⎯⎯→极限结果量子统计 经典统计

即当 1 ( 1)l

l

aeα
ω

>> << 时

. .
. . . .!

M B
B E F DN

Ω
Ω ≈ ≈ Ω

所以对于玻色（费米）系统的分布，在经典极限条件下，同玻耳兹曼分布规律

相同，相应的统计表达式，可从玻耳兹曼的经典表达而得到，即：

. . . .

. .

:
!

B E M B

F D N
Ω⎧ Ω

⇒⎨Ω⎩
经典极限条件下

1 1

. .

(ln ln ) ln !

ln
!

M B

S Nk Z Z k N

S k
N

β
β
∂⎧ = − −⎪ ∂⎪Ω ⎨
Ω⎪ =⎪⎩

M.B.

熵函数：

(玻耳兹曼 )

玻耳兹曼关系：

§7.2 理想气体的物态方程

⎧
⎨
⎩

1）玻尔兹曼统计最简单的应用：讨论理想气体物态方程；

2）一般气体满足经典极限分布条件，遵从玻尔兹曼分布。

一、单原子分子理想气体

1、能量：所得结果同样适用于多原子分子。

单原子分子理想气体中粒子可视为自由粒子： 2 2 21 ( )
2 x y zp p p
m

ε = + +

其中：

2 ( 0, 1, 2, )

, ,

i ip n n
L

i x y z

π⎧ = = ± ±⎪
⎨
⎪ =⎩

2、微观状态数： , ,x y zn n n 表征三维自由粒子运动状态的量子数，在宏观大小容器

内，粒子能量及动量值是准连续的，故在 x y zdxdydzdp dp dp 范围内----体积元内，

分子可能的微观状态数目为：

3 ( 3)x y zdxdydzdp dp dp
r

h
=

3、配分函数

则得到配分函数为： 1
lZ e βεω −=∑ l
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2 2 2

2 2 2

( )2
1 3

2 2 2
3

1

1

x y z

x y z

p p pm
x y z

p p p
m m m

x y z

Z e dxdydzdp dp dp
h

dxdydz e dp e dp e dp
h

β

β β β

− + +

− − −

=

=

∫ ∫

∫ ∫ ∫ ∫ ∫ ∫

利用积分公式：
2xe dx π

∞ −

−∞
=∫ 有：

22 ( )
22 2 2 2( ) ( )

2
xx pp

mm
x x

m m me dp e d p
m

ββ β ππ
β β β

−−∞ ∞

−∞ −∞
= = =∫ ∫

∴
1 3
2 2

1 3 2

2 2( ) ( )V m mZ V
h h

π π
β β

= =

4、物态方程

据： 1lnNp Z
Vβ
∂

=
∂

而∵
3
2

1 2

2( )mZ V
h
π
β

= ∴ 1 2

3 2ln ln ln( )
2

mZ V
h
π
β

= +

∴ 1 1
1ln ( ln )NZ p Z

V V Vβ
∂ ∂

= =
∂ ∂

∴
1N NkTp
V Vβ

= =

理想气体物态方程：
NkTp
V

=

k 值即是将上式：

NkTk p
V

pV NkT

⎫= ⎪ ⇒⎬
⎪= ⎭

值即是将上式
相比较而求得的

与物态方程：

即：

A A

pV nRT
R RpV NkT N T nRT k

N N

=

= = = ⇒ =

二、双原子或多原子分子理想气体

1、能量：双原子分子的能量=平动能+转动能+振动能。

计及这些能量后的配分函数 Z1 对 V 的关系不变，故由 1lnNp Z
Vβ
∂

=
∂

求得的
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物态方程形式保持不变。
NkTp
V

=

2、由经典统计理论求理想气体物态方程：

分子平动能： 2 2 21 ( )
2 x y zp p p
m

ε = + +

（量子）配分函数：

2 2 2( )2
1 3

0 0

1 x y zl p p pm
x y zr

dZ e e dxdydzdp dp dp
h h

β
βε ω − + +−= =∫ ∫ ∫

（经典）此类似于准连续时的配分函数：

2 2 2( )2
1 3

1 x y zp p pm
x y zZ e dxdydzdp dp dp

h

β
− + += ∫ ∫

物态方程完全相同。

可见量子统计理论和由经典统计理论得到的结果相同。

三、简略估计实例

说明一般气体满足经典极限条件： 1eα >>

1 1
3

23
22

1 2

/
2( ) 12( )

N e Z e N Z
V mkTem N hZ V

h

α α

α
π
β

− − ⎫= ⇒ =
⎪⇒ = >>⎬

= ⎪
⎭

∵又

故可将经典极限条件表述为：（之三）

1
33 1

2 2
2

2 1( ) 1 ( )
2

V mkT Ve h
N h N mkT

α ⎛ ⎞= >> ⇒ >>⎜ ⎟
⎝ ⎠

经典极限条件的各种表述：

之一： 1eα >>

之二： 1l

l

a
ω

<<

之三：
3

2
2

2( ) 1V mkTe
N h

α = >>

之四：

1
3 1

21( ) ,
2

V Nh n
N mkT V

⎛ ⎞ >> =⎜ ⎟
⎝ ⎠

分子数密度， 3 1nλ <<

注：（1）N/V 愈小，即气体愈稀薄；

（2）温度愈高 经典极限条件愈容易满足。

（3）分子的质量愈大

比较：分子的德布罗意波长为：
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2
h h
p m

λ
ε

= = ε 理解为分子热运动的平均能量，估计为 kTπ

公式中：

1
3 1

21( )
2

V h
N mkT

⎛ ⎞ >>⎜ ⎟
⎝ ⎠

上式中
⎧
⎨
⎩

右方可以理解为德布罗意波德平均热波长;

左方是气体中分子的平均距离.

§7.3 麦克斯韦速度分布律

1、本节内容

玻耳兹曼分布

气体分子质心的平移运动

气体分子的速度分布律。

2、麦克斯韦分布律

1）经典极限条件下的系统（气体） 出发点，经典统计理论

, ,N V ⎫
⇒⎬

⎭

个分子 体积为 一般情形
遵从玻耳兹曼分布

下,气体满足经典极限条件

宏观大小的容器中

分子平动能量看作

准连续的变量

⎧
⇒⎨

⎩

量子统计
给出相同结果

经典统计

故利用经典统计理论进行讨论。

2）玻尔兹曼经典表达（分布）

0

( ) ll
l ra e

h
α βεω − −∆

=

无外场时，分子质心运动能量的经典表达式：

2 2 21 ( )
2 x y zp p p
m

ε = + +

在体积 V 内在的动量范围内，分子质量中心平动的状态数：

0
x y zr

V dp dp dp
h

故在此范围内的分子数为：
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2 2 21
2

0 0

x y z
l

p p p
mkT

x y z x y zr r

V Ve dp dp dp e dp dp dp
h h

αα βε − − + +− − =
（ ）

其中参数满足总分子数为 N 的条件：

2 2 2

2

2

1
2

3
0

3
0

2
0

1
2

2

2
2

x y z

x

p p p
mkT

x y z

x

p
mkT

V e dp dp dp N
h

V e m kT N
h

e dx hNe
V m kT

e dx m kT

α

α

α

π

π

π
π

− − + +

−

∞
−

−
−∞

∞
−

−∞

⎫
= ⎪

⎪ ⎧⎪ =⎪⎪⎪ ⎪⇒⎬ ⎨= ⎪ ⎪ =⎪ ⎪⎩⎪
∴ = ⎪

⎪⎭

∫ ∫ ∫

∫

∫

∵

（ ）

3

2

3

2

积分并整理后得： （ ）

（ ）

则得到质心动量在范围内的分子数：

2 2 21
21

2
x y zp p p

mkT
x y zN e dp dp dp

m kTπ
− + +3

（ ）
2（ ） （注意与 0h 数值无关）

若用速度做变量，三个速度分量为：

x x y y z zp mv p mv p mv= = =， ，

代入上式则可以得到在 x y zdv dv dv 范围内的分子数：

2 2 2

2

2
x y z

m v v v
kT

x y z
mN e dv dv dv
kTπ

− + +3
（ ）

2（ ）

以 /n N V= 表示单位体积内的分子数，则：

在单位体积内的速度在 x y zdv dv dv 内的分子数为：

2 2 2

2

2
x y z

m v v v
kT

x y z x y z
mf dv dv dv n e dv dv dv
kTπ

− + +
=

3
（ ）

2
x y z（v ,v ,v） （ ）

则麦克斯韦速度分布律是：

2 2 2

2

2
x y z

m v v v
kTmf n e

kTπ
− + +

=
3

（ ）
2

x y z（v ,v ,v） （ ）

函数 f x y z（v ,v ,v）满足的条件：

x y zf dv dv dv n
∞

=∫∫∫ x y z（v ,v ,v）

注意：

1）上述公式是麦氏速度分布根据玻尔兹曼分布推出的，一种规律，系统是定域

系统或满足经典极限条件下的玻色（费米系统），且没有考虑分子间的相互

作用力的自由粒子。
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2）若考虑粒子间相互作用，则应该从正则分布出发来推导，也可导出麦氏分布，

可见实际气体的速度分布也遵从这一规律。

即：

⎧
⇒ ⇒⎨

⎩

玻耳兹曼分布 无作用力
麦氏速度分布。

正则分布 有作用力

3、球极坐标下的速率分布律

引入速度空间中的球极坐标： , ,v θ ϕ

体积元： 2 sinx y zdv dv dv v dvd dθ θ ϕ⇒

对 ,θ ϕ 积分可得，在单位体积内，速率在 dV 范围内的分子数为：

224
2

m
kTmf n e v dv

kT
π

π
−

=
23

v
2（v）dv （ ）

上式称为气体分子的速度分布

且此函数满足：

22

0

4
2

m
kTmf n e v dv n

kT
π

π

∞
−

= =∫ ∫
23

v
2（v）dv （ ）

4、三种速率：最概然速率、平均速率、方均根速率

1） 最概然速率

使速率分布函数取极大值的速率称为： mv

Vm

求解 Vm

2
22( ) ( ) 0

m v
kTd df v e v

dv dv
−

= = ⇒

N

0
V
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2 2
22 2

2 2

2 2 0
2

21
2

m mv v
kT kTmv e v ve

kT
m kTv v
kT m

− −−
+ = ⇒

−
= − ⇒ = ⇒

得到：
2

m
kTv
m

=

2）分子的平均速率 v
2

3 222

0

( )
4 ( )

2

mv
kT

vf v dv mv ve v dv
n kT

π
π

∞
−

= =∫ ∫
利用公式：

2 2
2

20

1 1( ) 2( )
2 2( )

2

ax n kTve x dx I n ma m
kT

∞
− = = = =∫

所以得到：
3

22 84 ( ) 2( )
2

m kT kTv
kT m m

π
π π

= =

8kTv
mπ

=

3）方均根速率 sV （是 V2的平均值的平方根） 2V

2
2

32 2 2 222

0

33
2

5 2

:

( )
4 ( )

2

34 ( )
2 8

m v
kT

s

f v v dv mV V v e v dv
n kT

m kT
kT a m

π
π

ππ
π

∞
−

= = =

= =

∫ ∫

因为

所以得到：
3

s
kTV
m

=

可见：

3 8 2 3 2: : : : : :1
2

1.225 :1.128 :1

s m
kT kT kTV V V
m m mπ π

= =

=
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即有关系： s mV V V> >

4）方均根速率 sV 的另一种表示：

0

:
: / /

3 3: s

m m N m k m R m

kT kTV
m m

+ + +

+

⇒ = ⇒ =

= =

因为摩尔质量

所以

5）实例分析

例如 氮气在 0 0C 的 sV 为 1493ms−

麦克斯韦速度分布律有广泛的应用，计算单位时间内碰撞到单位面积器壁上的分

子数――――碰壁数

器壁上的一个面积元―――― dA
法线方向 ――――x 轴

单位时间 dt 内碰到 dA 面积上，速度在 x y zdv dv dv 内的分子数 d dAdtΓ

位于以 dA为底，以 ( , , )x y zV V V V 为轴线，以 xV dt 为高的柱体内，速度在 x y zdv dv dv

内的分子数：

即：

,

x y z x

y z

d dAdt fdV dV dV V dAdt

Vx
V V

Γ = ⎫
⎪

∞⎧ ⎬
⎨ ⎪∞ ∞⎩ ⎭

i

∼
∼

：0
对速度积分：

：-

单位时间内碰到单位面积的器壁上的分子数Γ为：

2 2 2

2 2 2

( )
2

2 2 2

( : )
2

2

2 2( ) ( ) 2( )
2

2

x y z

y z x

m v v v
kT

y z x x x y z

m m mv v v
kT kT kT

y z x x

mdV dV V fdV f n e dV dV dV
kT

mn e dV e dV V e dV
kT

m kT kT kTn
kT m m m

kTn
m

π

π

π π
π

π

∞ ∞ ∞
− + +

−∞ −∞ −∞ ∞

− − −

∞ ∞ ∞

Γ = =

=

= ⋅

=

∫ ∫ ∫ ∫

∫ ∫ ∫

3

2

3

2

3 1 1

2 2 2

其中 （ ）

（ ）

（ ）

即：
2
kTn

mπ
Γ = 或

1
4

nvΓ =

上推导利用了如下积分公式：
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2

2

0

1( )
2

x

n ax

I e dx

I x e dx I n
a

π
∞

−

−∞

∞
−

⎧
= =⎪

⎪
⎨
⎪ = =⎪⎩

∫

∫

所以：
2

2 2y
m V
kT

y
kTe dV
m

π
−

∞

=∫ ，
2

2 1 2
2 2

x
m V
kT

x x
kT kTV e dV

a m m
−

∞

= = =∫

在1 np 和 00 C 下氮气分子的每秒碰壁数为： 233 10×

即：
23

230

0

0

1.381 10 273 3 10
2 3.14

N K
MV
N

−× ×
Γ = ≈ ×

× ×
次

→
⇒

§7.4 能量均分定理

※ 内容：

1）从经典的玻尔兹曼分布导出重要定理――能量均分定理；

2）应用此定理讨论一些物质系统的热容量。

一、能量均分定理

1、定理内容

对于处在温度为 T 的平衡态的经典系统，粒子能量中的每一个平方项的平均

值等于
1
2

kT

证明：因为粒子动能：

2

1

1 ( 0, , , , , )
2

r

p i i i
i

a p aε
=

= >∑ 1 r 1 r且可能是q q 的函数但与p p 无关

2 2 1 1
1 1 1 1

0

2 1 1
1 1

1 0

1 1 1
2 2

1 1
2

r r
r

r r
r

dq dq dp dpa p a p e
N h

dq dq dp dpa p e
N h

α βε

βε

− −

−

=

=

∫

∫
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由分步积分得到：

2 2 2
1 1 1 1 1 12 12 2 2

1 1 1 1
1 1
2 2 2

a p a p a ppa p e dp e e dp
β β β

β β

∞∞
− − −

−∞ −∞

⎡ ⎤
= − +⎢ ⎥
⎣ ⎦

∫ ∫

∵ 1 0a > 上式第一项为零，故得到：

2 1 1
1 1

1 0

1 1 1
2 2

r r
r

dq dq dp dpa p e
Z h

βε

β
−= ∫ 1( )

1
2

Z

kT=

附录：分步积分公式：

令

22
1 11 1 22

1 1 1

1
1

1
2 2

a pa p
du a p e dpu e

pv dv dp

ββ

β

β β

−− ⎧⎫
= −= ⎪⎪ ⎪⇒ ⇒⎬ ⎨

= = −⎪ ⎪
⎪⎭ ⎩

∴ 据： ( )d uv udv vdu= +∫ ∫ ∫
2 2 2

1 1 1 1 1 121 12 2 2
1 1 1

1
2 2 2

a p a p a pp ae e dp p e dp
β β β

β β
− − −

− = − +∫ ∫

2 2 2
1 1 1 1 1 121 12 2 2

1 1 1
1

2 2 2
a p a p a pa pp e dp e e dp

β β β

β β

∞
− − −

−∞

⎡ ⎤
= − +⎢ ⎥
⎣ ⎦

∫ ∫

对于势能 qε 假设有一项可以表示为平方项，则：

2
1

1

1 ( , , )
2

r

q i i q r r
i

b q q qε ε +
=

′= +∑

同样可证明：

2
1 1

1 1
2 2

b q kT=

这样就证明了每一个平方项的平均值等于：

二、物质系统的内能和热容量

实例 能均分定理的应用

1、单原子分子

只有平动能量： 2 2 21 ( )
2 x y zp p p
m

ε = + + , 有三个平方项。
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当温度为 T 时，单原子分子的平均能量为：

3
2

3
2

kT

U N NkT

ε

ε

⎧ = − − − − − − − −⎪⎪
⎨
⎪ = = − − −
⎪⎩

单原子分子能量；

单原子分子理想气体的内能。

定容热容量 VC ：

3
2V

dUC Nk
dT

= =

定压热容量 pC ：

∵ p vC C Nk− = ⋅ ⋅ ⋅A（n N k=n R）

∴
5
2VC Nk=

定压与定容热容量之比γ 为:

5 1.667
3

p

V

C
C

γ = = =

附带解释 P263 面的表 7.2

2、双原子分子的能量为

可表述为如下形式：

2 2 2 2 2 21 1 1( ) ( )
2 2 2x y z rp p p p p p r
m I θ ϕε µ

θ µ
= + + + +

2

1
（ + ）+

sin

⇓

1 2

质心的平动

能量:m=m +m µ

⇓

2

分子绕质心的转动

能量:I= r

1 2

1 2

,

,

( )

m m
m m

r

µ

µ

⇓

=
+
i

约化质量

是原子的距离 两原子相

对运动能量,是两原子的

相互作用能量

若不考虑相对运动，则有五个平方项：

据能量均分定理，在温度为 T 时，

双原子分子的

平均能量为：
5
2

kTε =

内能：
5
2

U NkT=
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热容量：
5
2VC Nk= , 7

2PC Nk=

比值： 1.40p

v

C
C

γ = =

注：

1） 比较实验数据发现，在低温下，只有氢气的结果与理论不符合，无法用经典

的理论来解释；

2） 不考虑两原子间的相对运动缺乏依据，但考虑相对运动就有 7 个平方项，这

又使得能量均分定理给出的结果与实验结果不符合。

3、固体原子的能量

因原子可在其平衡位置附近做微小振动，现假设各原子的振动是相对独立的简

谐振动。原子在一个自由度上的能量为：

2 2 21 1
2 2

p m q
m

ε ω= +

则一个原子有三个自由度，故一个原子的平均能量为：

1( ) 2 3 3
2

kT kTε = × × =

固体的内能为： 3U NkT=

热容量为： 3VC Nk=

此结果与杜隆－柏蒂发现的结果符合。

但实验测得的定压热容量为 pC ， 实际上是 VC ，两者是有区别的。

比较 pC VC 有：

2 2

p V V p
T T

TVa TVaC C C C
k k

− = ⇒ = − ⇒ 测出 pC

求得 VC , 与此中的 VC 相比较：

2

, .
3

pV
T

V

TVaC C
k

C Nk

⎫
= − ⎧⎪⇒⎬ ⎨

⎩⎪= ⎭

实

理

两者在室温和高温范围符合得

较好 但在低温范围内有差异

注：

1）实验发现固体的热容量随温度降低得很快。当 0,T → →热容量 0， 此与经

典理论不能解释。

2）在 3K 以上，自由电子得热容量与离子振子的热容量相比，可以忽略不计，

这个事实经典理论也不能解释。
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4、平衡辐射

略述

5、总结

1）经典统计的能量均分定理，既得到一些与实验相符合的结果，又有许多结论

与实验不符合，这些问题将在量子理论中得到解释。

2）量子概念首先由普朗克提出。

§7.5 理想气体的内能和热容量

1、经典统计得困难

有几个问题没有得到合理的解释：

1)
2) ?
3) .

⎧
⎪
⎨
⎪
⎩

原子内的电子对气体的热容量为何没有贡献?

双原子分子的振动在常温下为何没有贡献

低温下氢气的热容量所得的结果与实验不符

这些内容需要用量子理论才能解释。

本节讨论：双原子分子理想气体得内能和热容量得量子统计理论。

2、双原子分子情形

1）：V 与 VC ：

不考虑原子内的运动，双原子的能量可表示为：

能量： ( ) ( ) ( )t v rε ε ε ε= + +平动 振动 转动

简并度： 平动――
tω 振动――

Vω 转动――－
rω

( )
1

, ,

1 1 1

:
t v r

l

t v r

t v r
l

l t v r

t v r

t v r

t v r

Z e e

e e e

Z Z Z

βε β ε ε ε

βε βε βε

ω ω ω ω

ω ω ω

− − + +

− − −

= = ⋅ ⋅ ⋅

= ⋅

=

∑ ∑

∑ ∑ ∑i i

i i

配分函数

（总的配分函数 三个配分函数之积）

1

1 1 1

: ln

(ln ln ln )t v r

t v r

U N Z

N Z Z Z

U U U

β

β

∂
= −

∂
∂

= − + +
∂

= + +

内能

:
3: ; ;
2

t v r
v v v v

t v r
v v v

C C C C

C Nk C Nk C Nk

= + +

= = =

热容量

其中
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2）平动对内能及热容量之贡献：

平动配分函数：

2 2 2( )
2

1 3

3
2

2

1

2

t x y zp p pt t m
x y z

t

Z e e dxdydzdp dp dp
h

mV
h

β
βεω

π
β

− + +−= =

⎛ ⎞
= ⎜ ⎟

⎝ ⎠

∑ ∫ ∫i

∴ 1
3 3ln
2 2

t t NU N Z NkT
β β
∂

= − = =
∂

3
2

t
vC Nk= （与由经典统计的能均分定理得到的结果相一致）

3）振动对内能及热容量之贡献

在一定近似条件下，双原子分子中两原子的相对振动可以看成是线性谐振

子：

振子的圆频率： ω

振子的能级为：
1( ) ( 0,1,2, )
2n n nε ω= + =

振子配分函数：
1( )
2

1
0

nv

v
Z e

β ω∞ − +

=

= ∑

利用公式： 2 11 ( 1)
1

nx x x x
x

+ + + + + = <
−

∴
1 1

( )2 2
1

0

1
1

v n

v
Z e e e

e
β ω β ωβ ω

β ω

∞− −−
−

=

= =
−∑ i

内能为：

1ln
2 1

v v N NU N Z
e

T N

β ω

ωω
β
∂

= − = +
∂ −

零点能与 温度为 时 个

温度无关 振子的热激发能

∴
2

2( )
( 1)

kT

v V kT

U eC Nk
T kT e

ω

ω

ω∂ ⎛ ⎞= = ⎜ ⎟∂ −⎝ ⎠
i

引入振动的特征温度 Vθ 有： vkθ ω=

则：
2

1
v

v v v

T

Nk NkU
e
θ

θ θ
= +

−

2

2

( )
( 1)

v

v

T
v v
v

T

eC Nk
T

e

θ

θ

θ
=

−
i
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7.6 理想气体的熵

※ 仅讨论单原子理想气体的熵

一、经典统计理论

单原子分子理想气体的熵为

∵ 1 1(ln ln )S Nk Z Zβ
β
∂

= −
∂

( , ) 1 1
1

0 0

l p q r r
r r

dq dq dp dpdZ e e
h h

βε βεω− −= =∫ ∫ ∫

∵系统粒子数 N 体积 V , r=3

∴

2 2 2( )
2

1

3
2

2

2( )

x y zp p p
m

x y zZ dxdydz e dp dp dp

mV
h

β

π
β

− + +
=

=

∫ ∫ ∫ ∫ ∫ ∫

而： 1 2

3 2ln ln ln
2

mkTZ V
h

= +

1 2

3 2 3 1ln ( ln
2 2

mZ
h
π

β β β
∂

= = −
∂

∴

2
0

2
0

3 2 3ln ln
2 2

3 3 2ln ln 1 ln
2 2

mkTS Nk V
h

mkTNk T Nk V Nk
h

⎡ ⎤
= + +⎢ ⎥

⎣ ⎦
⎡ ⎤

= + + +⎢ ⎥
⎣ ⎦

注: ①上式不是绝对熵，存在一个随 变化的相加常数

②上式熵不满足广延量性质

③吉布斯建议减去 ln !k N

二.量子统计理论熵

1 1(ln ln ) ln !S Nk Z Z k Nβ
β
∂

= − −
∂

3
2

1 2

2( )

ln

mZ V
h

N N

π
β

⎫
= ⎪

⎬
⎪= ⎭

代入

！ （lnN-1）

得到单原子理想气体的熵为：
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2
0

3 3 5 2ln ln ln
2 2 3

V m kS Nk T Nk Nk
N h

π⎡ ⎤⎛ ⎞
= + + +⎢ ⎥⎜ ⎟

⎝ ⎠⎣ ⎦

注：上式满足熵的广延量性质，且不含任意常数，且可从实验进行实验证实。

证实：利用凝聚相达到平衡的饱和烝气看作理想气体来证明，算得的蒸气压与实

测的蒸气压完全符合。这证明了上式熵的表达式是正确的。

三. 理想气体的化学势 µ

µ表示一个分子的化学势

,

1ln ln !
T V

F
N
NkT Z N

µ ∂ ⎫⎛ ⎞= ⎪⎜ ⎟∂⎝ ⎠ ⎬
⎪= + ⎭而F

1
32
2

3
2

1 2

ln
ln ( )

2 2( )

ZkT
N N hkT
m V mkTZ V

h

µ
µ

π π
β

⎫= − ⎪ ⎡ ⎤⎪⇒ =⎬ ⎢ ⎥
⎣ ⎦⎪=

⎪⎭
而

据
3
2

2

2( ) 1V mkTe
N h

α π
= >> 可知 [ ]中的项 1<< ，因此理想气体化学势

µ是负的。

四、作业布置：

练习：P286-289 7.1 7.4 7.9 7.13

§7.7 固体热容量的爱因斯坦理论

§7.8 顺磁性固体

§7.9 负温度状态
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